Exercice corrigé sur les suites

epsilon.tn
May 2025
Exercice
Soit la suite U définie sur N par :
Up=3
4U, +1 | pour tout n € N
Un+1 =

U,+4
1. a) Calculer Uy, Us, Us et Uy.
b) Quelles conjectures peut-on faire sur le sens de variation et la con-
vergence de la suite (U,) ?
15
U, +4
b) Montrer par récurrence que pour tout n € Ny on a 1 < U, < 3.

2. a) Vérifier que pour tout n € N, U,,11 =4

¢) Etudier la monotonie de la suite (U,).
U,—-1
U,+1

a) Montrer que (V;,) est une suite géométrique dont on précisera la
raison q et le premier terme Vj.

3. On considere la suite (V,,) définie sur N par : V,, =

Exprimer V,, en fonction de n.

)
¢) Exprimer U, en fonction de V;,, puis en fonction de n.
) En déduire la limite de la suite (Uy,).

)

Calculer la somme S, = >"}'_ Vj en fonction de n.
b) Déterminer la limite de (S,).

5. Soient les suites (By,) et (A4,) définies sur N par :

Bn+1 = 5Bn + Vi Vo ’

a) Montrer que (A,) est une suite arithmétique dont on précisera la
raison et le premier terme Ag.

By=0 B
3 et A, ===, pourn€N.

b) Exprimer A,, en fonction de n.
¢) En déduire 'expression de B,, en fonction de n.



Corrigé de I’exercice
Soit la suite (U,,) définie par :

4U,, +1

Up=3, Upp1=——-
0= U, r4

pour tout n € N

1) Calculs et conjectures

a) Calculons les premiers termes :

C4x34+1 1241 13

U, = — b
EEY! 7 7
U274><$+17 21259
- 13 13 28 7 41
T+t4 FHT 7 4
277

Ax 241 41 2T 917

Us = —55 — 359 , 164 223 909
844 5y 223 223

=

ar 1
. 4 x 377; 11 1212038 11 1232331 1331
4= 777 = 277 , 892 1169
203 +4 23 t o33 o 1169

b) On observe que Uy = 3, Uy ~ 1.86, Uz = 1.44, Uz ~ 1.24, Uy =~ 1.14. On
peut conjecturer que la suite (U,,) est décroissante et semble converger
vers 1.

2) Etude de la suite (U,)
a) On a:

4Un+1_(Un+4)><4—15_4_ 15
U, +4 U, +4 N U, +4

Un+1 -

b) Montrons par récurrence que 1 < U,, < 3 pour tout n € N.
Initialisation : Uy = 3 donc 1 < U, < 3.

Hérédité : Supposons 1 < U, < 3. Alors U, +4>5 — A2 <3 et

. 15 15 Un+4 —
UntdsT Un+427-

Donc :
15

U, + 4
Quand U, =1, Upy1 =4—2 = 1. Quand U, = 3, Upyy = 4—22 ~ 1.857.
Donc 1 < U,41 < 3.

Un+1 =4 -

Conclusion : Par récurrence, 1 < U,, < 3 pour tout n.



¢) Pour la monotonie, calculons U, 41 — U, :

4U, +1 AU, +1-Un(U, +4) AU, +1-U2 —4U,

11U

Un _Unzi_ n
i U, +4 Un +4 U, +4

Or U, >1,donc 1 — U2 <0, donc U, ;1 < U,.

La suite (Uy,) est donc décroissante.

3) Etude de la suite (V},)

On pose V,, = g::_%

a) Exprimons V41 en fonction de V,, :

: _ 4AUp+1
On sait que Up41 = i

Calculons V11 :

Un+1_]-
Vir = 20—
+ Un+1+1
AU, +1—(U,+4) 30U, -3 _U,—1
Un+1_1: = =
U, +4 U, +4 U, +4
U +1_4Un+1+Un+4_5Un+5_ U, +1
nhl e U, +4 T U, +4 U, +4
Donc : 3(U 1) 5
Vig1 = 22 = 2y,
50U, +1) 5B

Donc (V,,) est une suite géométrique de raison g = % et de premier terme

Up-1 3-1 2 1

" Up+1 3+1 4 2

b)
3\" 1 /3\"
wen(3) =5 (3)
c) OnaVn:g:jr} = Un:—%ﬂfn
Donc : L sn
U _1+35(3)
717171(§)n
2 \5

d) Lorsque n — oo, Vi, — 0, donc U, — 113 = 1.

La suite (U,) converge vers 1.

T U, +4



4) Etude de la somme S,

a)
- (3" 11— s 3\
§ N 1‘(5>

Sy

b) Lorsque n — oo, (%)nJr1 — 0, donc S,, — %.

5) Etude des suites (B,) et (A,)
Ona By =0, Bpy1 = %BnJrVn et A, = 5:

a) Calculons A, :

A _ Bn+1 o
n+1l — -
Vn+1 gVn

Vi _ Bn
+

W Ut

tB.+Va 3 By
53V, v, Vi

5
3

Donc A1 = A + % : (Ay) est une suite arithmétique de raison r =

et Ao =0.



