Exercice corrigé sur les suites numériques
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Exercice
Soit (un)nen la suite numérique définie par :

3
4

Ug € }0, ].]
U (Up, + 2)
Upy = ———

4

. Montrer que u,, > 0, pour tout entier n.
. Montrer que u,, < 1, pour tout entier n.

. La suite (un)nen est-elle croissante ou décroissante ?

Montrer que la suite (u,)nen est convergente et calculer sa limite.

Solution
Soit (un)nen la suite définie par :

1.

UQ 6]07 1]
U Uy, + 2)

Un+1 = 1
Montrer que u, > 0 pour tout entier n.
Preuve par récurrence :
Initialisation : ug €]0, 1], donc ug > 0.

Hérédité : Supposons u,, > 0. Alors

Up (Upy, + 2
s = T+

Or u, >0etu, +2>2>0, donc up41 > 0.

Conclusion : Par récurrence, u,, > 0 pour tout n.

. Montrer que u, <1 pour tout entier n.

Preuve par récurrence :

Initialisation : ug < 1.



Hérédité : Supposons u, < 1. Alors

U (U, + 2)

Up+1 = 4

Or u, <1, donc u, +2 < 3 et u, > 0 (question 1), donc

1><3_3<1
4 4

un+1 S
Donc up41 < 1.
Conclusion : Par récurrence, u,, < 1 pour tout n.

. La suite (u,) est-elle croissante ou décroissante ?

Calculons la différence :

Up (Up, + 2) Up (U, + 2) — 4wy, up(up +2—4)

Up (Up, — 2)

Up41—Up = 4 —Up = =

4 4
Or, d’apres les questions précédentes, 0 < u,, < 1, donc u,, —2 < 0.
Donc upy1 — Uy = W < 0.

Conclusion : La suite (u,,) est décroissante.

4

. Montrer que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite.

La suite (uy) est décroissante et minorée par 0 (question 1), donc elle

converge.
Soit £ = lim,_,s u,, alors en passant a la limite dans la relation de
récurrence :

/- L+ 2)

- 4

40 =07+ 20

2 —20=0

L(l—-2)=0

Donc £ =0 ou £ = 2.
Mais u,, < 1 pour tout n, donc la seule limite possible est ¢ = 0.

Conclusion : La suite (u,) converge vers 0.



