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Exercice

Soient g, a et b trois réels. On considere la suite (u,),>o de nombres réels
définie par ug et la relation de récurrence :

Upt1 = AUy, + b

1. Comment appelle-t-on la suite (u,),>o lorsque a = 1 ? Lorsque que
b=0eta#17

2. Exprimer u,, dans les deux cas particuliers de la question 1.
3. Dans le cas général, calculer uy, us et uz en fonction de ug, a et b.

4. Démontrer par récurrence que le terme général de la suite est donné
par :

n
un:anuo—kbg av* neN*
k=1

5. On suppose que a # 1. Démontrer que :

n

nep @' —1
Za ‘= a—1

k=1

6. Déduire de ce qui précede que pour tout n € N*,

a"(uo — 5) ~ 5

a—1

Uy =



7. On suppose dans cette question que a > 1 et que aug+b > ug. Montrer
que la limite de la suite (u,),en a pour limite +o0.

8. On suppose dans cette question que 0 < a < 1, montrer que (uy)n>0
converge et que sa limite ne dépend pas de uqg.
Solution

Soient ug, a et b trois réels. On considere la suite (uy,),>0 de nombres réels
définie par ug et la relation de récurrence :

Upt1 = AUy, + b

1. e Sia=1,lasuite (u,),>0 est une suite arithmétique.

Sib=0eta#1,lasuite (u,),>o est une suite géométrique.
2. e Sia=1, u, = ug+ nb.
e Sib=0, u, = a"uyg.
3. On a:
e u; =aug+b
o uy = alaug +0b) +b=a*ug+ab+b
o uz = al(a’ug+ab+b) +b=a’ug+a*b+ab+b
4. Démontrons par récurrence que u,, = a"ug + b Zz;é a®, pour n € N*.
e Initialisation : Pour n = 1, uy = a'ug + bzzzo a® = augy + b.

L deis -1 .
e Hérédité : Supposons que u, = a"ug+ b ,_, a* est vraie pour
un certain n > 1. Alors,

n—1
=a (a”uo + bZak> +b



e Conclusion : La formule est vraie pour tout n € N*.

. On suppose que a # 1. Démontrons que :

a —1
a =

a—1

(C’est la somme des termes d’une suite géométrique)

. Déduisons-en que pour tout n € N*,

n_1 n —1 b) —b
un:a"uo—l—ba =4 (1o ) +0)
a—1 a—1

. On suppose que a > 1 et aug+b > ug. Montrons que lim,,_,, u,, = +00.
Comme a > 1, a™ — 400 quand n — +o0o. De plus aug + b > uy <~
b>up(l —a) <= ug(a—1)+b>0. Ainsi, u, = w tend
vers +00.

. On suppose que 0 < a < 1. Montrons que (uy,),>¢ converge et que sa
limite ne dépend pas de uy. Comme 0 < a < 1, lim,, o, a™ = 0. Donc
b

=b _ b

lim, oo tn = —5 = 77



