Exercice corrigé Gauss LU
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March 2025

On considere le systeme linéaire Ax = b ot A, x et b sont donnés par :

2 1 2 7 0
A=[-40 -1|, 2=z, b=(3
6 7 8 T3 2

1. Déterminer la solution z, si elle existe, en détaillant toutes les étapes
de la méthode de Gauss.

2. En déduire la factorisation LU de A.

3. On donne :

1 0 0
61: O 5 b2: 1 s b3: 0
0 0 1

Résoudre les systemes suivants en utilisant la factorisation LU de A :

(a) Résoudre le systeme Az = b;.
(b) Résoudre le systeme Az = by.

(c¢) Résoudre le systeme Az = bs.

4. Déduire des questions précédentes la matrice inverse A~ de A.

Solution

On a le systeme Az = b avec

2 1 2 0
6 7 8 2



1. Méthode de Gauss

On applique la méthode de Gauss pour résoudre le systeme. On commence
par écrire la matrice augmentée :

2 1 2 |0
—40 -1 | 3
6 7 8 | 2

* LQ(—L2+2L12

* Ly <+ Ls—3Ly:

* L3 %L3—2L21

Maintenant, on résout le systeme triangulaire supérieur :
*drg=—-4d=a3=1%209+3203=3=2224+3(1)=3=>22,=0=
To =10 * 2[L‘1+$2+2I3:0:21’1+0+2(1) =0=2r1=-2=2=-1
-1
Donc, la solution est t = | 0
1

2. Factorisation LU

Les multiplicateurs utilisés lors de I’élimination de Gauss sont :
—4/2:—2*m31:6/2:3*m32:4/2:2
La matrice L est donc :

1 00
L=1-210
3 21



La matrice U est la matrice triangulaire supérieure obtenue apres I’élimination
de Gauss :

21 2
U=|0 2 3
00 —4

La factorisation LU de A est A = LU, ou L et U sont données ci-dessus.

3. Résolution de Axr = b; avec LU

On utilise la factorisation LU pour résoudre les systemes Az = b;.

a) Av = b,
1
by=1|0
0
* On résout Ly = by:
1 00 U1 1
-2 10 y21 =10
3 21 Y3 0
=1, 2yt = 0= 42 = 2,3 +200+tys = 0 = 3+4+ys = 0 = yz = —7
1
Doncy= 1 2
-7
* On résout Uz = y:
2 1 2 X 1
02 3 x|l = 2
00 —4 T3 -7
—4x3:—7:>x3:%,2x2+3:z:3:2:>2x2+%:2:>2x2:—%:>x2:
—%,2x1+x2+2x3=1:2x1—7§+%:1=>2x1=1+§—28—8:—8+1g—28:
7 7 5
—g=> a1 =—15 Doncx = | =%

7

4



b) Az = b2

0
b2: 1
0
* On résout Ly = by:
1 00 Y1 0
-2 10 p| =11
3 21 Y3 0
=0 2p+p=1=1p=13n+2pt+ty=0=2+y;=0=y; = -2
0
Doncy=1 1
—2
* On résout Uz = y:
2 1 2 1 0
0 2 3 ) = 1
00 —4 T3 -2
—4I3:—2:>$3:%,2I2+3I3:1:>21’2+%:1:>2I2:—%Z>I2:—%7
2x1+x2+2x3:():>2x1—%+1:0:>2x1:—%éxlz—gDonc
3
8
v= |-t
1
2
C) AZL':bg
0
bs=10
1
* On résout Ly = bs:
1 00 1 0
-2 10 ]l =10
3 21 Y3 1

0
Y1 =0, 21+ =0= 9y =0,3y1 +2y2+ys =1 = ys =1 Doncy = | 0
1

4



* On résout Uz = y:

21 2 1 0
0 2 3 x| =10
0 0 —4 T3 1
—daz=1=a3=—1 20 +303=0=22, -3 =0= 220 =2 = 2, = 3,
1
16
2x1+x2+2x320:>2x1+§—§:O:>23c1:%:>x1:1i6D0ncx: g
1
1

4. Matrice Inverse A1

Les solutions des systemes Ax = by, Ax = by et Ax = b3 sont les colonnes de
la matrice inverse A~!. Par conséquent,

| ooledm|



