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Exercice 1 (5.5 points)

Le plan est orienté dans le sens direct.
Dans la figure de I'annexe jointe, OABC' est un rectangle de centre I tel que

ocC =1, ((Tzl, O?) = %[27r] et D est le point du segment [OA] tel que OD = OC.

1. a) Montrer qu’il existe un unique déplacement f qui envoie O sur I et D sur B.
b) Montrer que f est une rotation d’angle .

¢) On note Q le centre de f. Construire .

2. Soit g 'antidéplacement qui envoie O sur I et D sur B.
a) Montrer que g est une symétrie glissante.

b) Soit J le milieu du segment [OI] et K le milieu du segment [BD]. Les droites (JK) et (OA) se
coupent au point E. Montrer que g(E) = J.

c) En déduire que g = S(sk) o ts3
3. a) Montrer que f~! o g = S(p4). En déduire que f(E) = J.
b) Comparer OF et OJ. En déduire que les droites (OfQ) et (JK) sont perpendiculaires.

Dans la suite, on munit le plan du repere orthonormé direct (O, 613, O?) On note z7,zy et zx les
affixes respectives des points I, J et K.

4. a) Justifier que z; = €5
b) Mountrer que zx — z; = Cos(%)ei%.
—
¢) Déterminer une mesure de l'angle orienté (O?7 JK).

5. Soit M un point de la droite (JK). On désigne par N le symétrique de M par rapport & (OA) et par
P l'image de M par g.
a) Soit r la rotation de centre E et d’angle —&. Montrer que r(M) = N.
b) En déduire que f(N) = P.



Exercice 2 (4 points)

1.

a) Montrer par récurrence que pour tout n € N, 21" = 1 + 20n (mod 100).
b) En déduire les deux derniers chiffres de I’entier 20212921,

On note F l'ensemble des entiers x € Z tels que pour tout n € N,

2" =14+n(zx—1) (mod 100).

. Vérifier que 21 est un élément de F.

. Soit z un élément de E.

a) Montrer que (x —1)?2 =0 (mod 100).
b) En déduire que = 1 (mod 10).

Soit g € Z. Montrer que pour tout n € N, (14 10¢)™ = 1 + 10ng (mod 100).

. Déterminer ’ensemble E.

Exercice 3 (6 points)

1.

Soit ¢ la fonction définie sur |0, +-00[ par ¢(x) = 1L On désigne par (C) sa courbe représentative

—
dans un repere orthonormé (0,4, j) du plan.
a) Calculer lim,_,o+ ¢(z) et lim,_, o @(x). Interpréter graphiquement les résultats.

—Ilnz
22

b) Montrer que pour tout x > 0, ¢'(z) =
¢) Dresser le tableau de variation de ¢.

d) Tracer la courbe (C), en précisant 'intersection avec 'axe des abscisses.

. Dans la suite de ’exercice, n est un entier supérieur ou égal a 1.

1+In(z+n)

Fais On désigne par (C,) sa courbe

Soit ¢, la fonction définie sur | — n,4+o00[ par p,(x) =
représentative dans le repere (O, i, j)
a) En remarquant que ¢, (z) = ¢(z 4+ n), montrer que (C,,) est 'image de (C) par une translation que

I’on précisera.

b) Tracer (Cy) dans le repere (0,1, )

. Soit h,, la fonction définie sur |0, 4+o0[ par hy,(z) = on(z) — @(z).

a) Montrer que pour tout = > 1, hy(z) < 0.
b) Montrer que pour tout x €]0, 1], Al (z) < 0.

¢) En déduire que 1’équation h,(x) = 0 admet dans l'intervalle ]0,+oo[ une unique solution a,, et
vérifier que % <a, <1

. a) Montrer que n+ 14 apt1 > n+ ay.

b) Comparer @(an+1) et @(an).
c¢) Montrer que la suite (a,),>1 est convergente. On note ¢ sa limite.

d) Justifier que lim, ;- ¢©(a,) = 0. En déduire la valeur de /.



Exercice 4 (4.5 points)

1.

Soit F' et H les fonctions définies sur [0, +oo[ par

F(z)

v 4
/ e dt et H(z)= - —2(1+ va)e V.
1 €

Montrer que F est dérivable sur [0, +o00[ et donner F’(x).
Montrer que pour tout z > 0, F'(x) = H'(z).
En déduire que F'(0) = H(0).

. Soit G la fonction définie sur [0, +oco[ par G(z) = [, Vie Vidt.

En remarquant que pour tout ¢t > 0, /t = %, montrer a ’aide d’une intégration par parties que
G(z) = —2ze~V® 4+ 2F(z), pour tout = > 0.

Justifier que G(0) = 2 + 2F(0).

. Ci-dessous on a tracé, dans un repere orthonormé, les courbes (C) et (Cy) des fonctions f et g définies

sur [0, +-00[ par f(z) = e V? et g(x) = J/ze V2.

. Pour tout A > 1, on désigne par Ay laire (en u.a) de la partie du plan limitée par (Cy), (Cy) et les

droites d’équations respectives x =0 et x = A.
Montrer que A; = g —2.
Montrer que pour tout A > 1, Ay = G(A) — F()).

Calculer limy_ 1 oo Ax.-
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