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1 Premiers pas

Le but de ce nouveau chapitre est d’essayer d’approcher des fonctions a ’aide de polynomes.
Pour cette premiere séance on se préoccupera de ’approximation autour de 0 de quelques
fonctions usuelles. On notera e(x) des fonctions telles que e(x) — 0 lorsque x — 0.

Exercice
Soit f la fonction définie sur | —1/2,1/2[ par f(z) = 1/(1 — z).

1. Rappeler la formule pour calculer la somme des termes d’une suite géométrique de
raison .

2. En déduire que, pour tout n € N* :

1
— = l+4x+22+.. 2"+ .
1—=z 1—=z

3. Que dire du comportement de la fonction *— en 0 7

Définition

On dit que f admet un développement limité a [’ordre n au voisinage de 0 si il existe un
polynéme ag + a1z + ...+ a,z™ (appelé partie réguliére du développement limité) tel que

flz) =ao+a1x + ...+ aza”™ + a"e(x).

On peut démontrer que si f admet un développement limité, le polyndéme de la
définition (la partie réguliere) est unique. Que dire alors du développement limité de
la fonction de 'exercice 77 7

Exercice

Soient f et g deux fonction admettant un développement limité a I'ordre n au voisinage
de 0.

—_

. Quedirede f+g¢g7?

\)

. Que dire de fg ?

w

. Que direde af,ona€eR?

4. Peut-on déterminer un développement limité de f a 'ordre k£ < n au voisinage de 0
?



2 Résultat fondamental

Théoreme : Formule de Taylor

Si f est n fois dérivable au voisinage de 0, alors :

2 n

Tt f(")(())n— + z"e(x).

f(x) = £(0) + F' O + (0)5

Exercice
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = sin(x).
1. Calculer les dérivées successives de f.
2. Déterminer f(™(0) pour tout n dans N.
3. En déduire le développement limité de la fonction sinus en 0 a I'ordre n.

Répéter les questions précédentes avec la fonction g(x) = e”.

Exercice

Déterminer pour tout n les £ (0) o1 f est la fonction de I'exercice ??.

3 Développements limités usuels a connaitre
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4 Regle de calcul - applications

Soit u une fonction telle que u(z) — 0 lorsque x — 0 et admettant un développement
limité. Si f admet un développement limité en 0, alors, f o u admet un développement
limité en 0.

Déterminer le développement limité de sin(2z?) & 1'ordre 5 au voisinage de 0.

Exercice

En effectuant un développement limité, retrouver la valeur de la limite de sin(z)/x lorsque
x— 0.

Exercice

Déterminer une valeur approchée de sin(1). Comparer avec ce que donne la calculatrice.

Faire de méme avec e = el.

Exercice

Soit f la fonction définie par f(z) = e'/*\/z(x +2) pour tout z de R%. On souhaite

étudier le comportement de f au voisinage de +oo .
1. Soit h = 1/x. Berire f(x) en fonction de h.
2. Effectuer le développement limité de f(h) a l'ordre 2 en 0.

3. En déduire l'existence d'une asymptote a la courbe de f en 400 et déterminer son
expression.



