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Exercice n°1
On considére I'ensemble ¢?(R) défini par :

+o00
A(R) = {x = (Tp)nen, Tn € R telle que > 22 < +oo}

n=1

Soit (@, )nen+ une suite réelle telle que a,, > 0,Vn € N* et 1%a, = 1.

On définit sur 2(R) le produit (.,.) par {(x,y) =12 a,z,y, o0 = = (Tn)nen: et

Y= (yn)neN*
1- Montrer que (.,.) définit un produit scalaire sur ¢2(R).

(On rappette e s 5 [l < ($22) " (£2))
n=1 n=1 n=1
On note ||.|| la norme associée a ce produit scalaire.

Soit k£ > 1 un entier donné.

2- Soit u = (uy )nen+ la suite définie par : u, =1sin <k etwu,=0sin>k.

Montrer que u € ¢*(R) et calculer ||ul|.

3- Soit v = (v, )nen+ la suite définie par : v, =0sin <k etv, =

Montrer que v € £*(R) et calculer ||v]|.

4- Soit F le sous espace vectoriel de /2(R) engendré par les suites u et v définies aux
questions 1 et 2 précédentes. Soit y € £2(R). On rappelle que d(y, F) = ;Iélg d(y, ).

1

n

sin>k.

a) Montrer qu’il existe un unique y € F' tel que ||y — y|| = d(y, F).
b) On pose y = au + fv. Exprimer « et § en fonction de (y, u), (y,v), ||ul et ||v].

Exercice n°2
Soit 0, la suite de fonctions définies par :

g —l<y<
_J) 2 n =T
On () {O si |z| >

S =3 =

1- a) Montrer que fj;o On(x)dx =1 et que 6,(x) posséde une limite (finie ou infinie)

pour tout x € R . Donner cette limite.
b) Montrer que 6, ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur R*.

2- Montrer que 'application Tp, de D(R) dans R définie par : ¢ — Ty, (p) = fj;o 0, (z)p(x)dz
est une distribution.

3- On rappelle qu’une suite de distributions 7;, de D’'(R) tend vers une distribution 7°
de D'(R) lorsque n — +o00 si T}, (¢) converge vers T'(p), Vo € D(R) lorsque n — +00.

Montrer que Ty, tend vers g , la distribution de Dirac en 0, lorsque n — 4o0.
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